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Comment décrire les ¢tats d'un systeme a N particules a partir
des ¢tats a une particule (fermions)

e Siune base orthonormée quelconque des €tats a une particule est donnée par
Y1 avec | décrivant les €tats quantiques accessibles..



Comment décrire les ¢tats d'un systeme a N particules a partir

des ¢tats a une particule (fermions)

e Siune base orthonormée quelconque des €tats a une particule est donnée par

Y1 avec | décrivant les €tats quantiques accessibles..

...alors une base orthonormeée complete est donnée par les déterminants de

Slater:

pl1(1), ol
pla(1), 4l

1= ensemble des coordonnées de positon de de spin de la particule

| peut prendre N valeurs parmi un ensemble a priori infini de valeurs possibles

1(2),-

2(2), ...

, pl1(N)
? QOZQ(N)

I}"'

pin(1), pin(2),.. .,

pln(N)

Les @ ne sont pas vecteurs propres du Hamiltonien a N particules mais forment une base

complete

Les @ anticommuttent par échange de deux fermions. Deux ®@ qui ne différent que par

'ordre des 11...IN (et leur signe éventuel) décrivent le méme état.




Onpeutécrire:  ; = @y (7) | 0 > S, |lo>=0|o> l=(\o)

Le formalisme de la seconde quantification va consister a écrire
' 4 .
I'état  Py_g, . comme :

C/Cl....C 0>

AN

C £+ est appelé operateur de création d'une particule

| (0 > désigne 1'état vide de particules et d'états



Onpeutécrire:  ; = @y (7) | 0 > S, |lo>=0|o> l=(\o)

Le formalisme de la seconde quantification va consister a écrire
' 4 .
I'état  Py_g, . comme :

C/Cl....C 0>

AN

C £+ est appel€ opérateur de création d'une particule
| (0 > désigne 1'état vide de particules et d'états
On peut définir I'opérateur hermitique adjoint (7 de C l+
Ona: C; | 0>=0
Les opérateurs ( ;L et ( ; ont des propriétés telles que

l'antisymétrie et I'orthonormalisation des déterminants de Slater
sont assurées par construction.



antisymeétrie
e Pour assurer 'antisymétrie

cirel + ofeft = [Cf,Cy =0

... et ceci assure naturellement : (C;L)2 — 0

— Principe d'exclusion de Pauli

On aura également C[Cy + CpC) = [Cg, Cgf]+ = (

(C)* =0



Normalisation a 'unité

* En imposant la régle de commutation :

CECT + CTCg — [Cg, C;_]_|_ - 5;;!
* On peut calculer (exercice)

< (I)glgz___gN | (I)glgz__.gN >=<( | C;N. . '0520310?1_0.{—;' . Ci—; | 0 >=?



Normalisation a 'unité

* En imposant la régle de commutation :

C,Cyy +C Cy = [CE,C;_]_I_ = &y

e On peut vérifier que (exercice)

< (I)glgg___gN | q)hlz...EN >=<0( | OENClZChCIOg—;O;; |0 >=1



Base grand-canonique

e On peut travailler avec un nombre non défini de particules
o0
_ +\ng
'.-'11,?’12}...?100>—||(C£) |0>
=1
Ici bien stir nI=0 ou 1 et on obtient les €tats a une, a deux, a N ou une infinité de particules.

On peut écrire :

Clr | n1,n2, ..y Ny ey oo >= (—1)"'V1 — g | ny,ng, ..o ymp+ 1,0 N >

Ct'. | N1, M2y v ey MYy ey Moo >= (_]-)w’\/n_l|nlan2:“'ani_ L. ne >

Car: my =+/ny et l—m =+v1-—mn



Opérateur nombre d'occupation

* On peut montrer que

+ —
Cg Cl | N1, N2y ey MYy ey Moo = NY | N1, N2y ey Ny ey Moo >

ni,N2,...,N,..,No > est1'état propre de C,;_l_ol

C i+ C; estl'opérateur nombre de particules de 1'état 1

Propriétés :
(Montrer que) (Ci"CE)? — O;_Og

Les seules valeurs propres possibles de C?'C ;1 sont donc O ou 1.



Opérateur nombre total de particules
*  On définit ﬁ — ZC;_C,{
[

* (Montrer que) les états | {m} > sont aussi vecteurs propres de ﬁ avec la valeur propre

aSSoC1cC N = E ny
l



Opérateurs champs

+ Ondefinit o (M) =Y oA(MCho VI =D 03 (ACK,
A A

les @ décrivent les états orbitaux de la base orthonormée| A, o >
Ut (7) crée une particule au point 7 et dans I'état | o >

Chro = f Eroi (MU, (7 O = f d’rox(F)P7(7)

Propriétes :
U, ()| 0>=0
(o (7), W3 (7))+ = 50/ 6(7 — 1)

Vo (7), Yor (M) = [WE (), OF ()] = 0
(0, (7)? = (TF(7)? = 0



Op¢rateur densité

e On définit 'operateur densité de particules de spin sigma au point r

Po(iy = Vo (F) W, (F)

* Etdonc l'opérateur densité totale de particules au point r :

p(7) =) Pa(r

[ = 3 3,00 [ G3@en (@i =3 CFCr0 =
Ao

oA

Car les orbitales sont orthonormeées.



* Prenons un opérateur ne dépendant que de r et dont 1'expression

N
en langage usuel est F=Y" 1)
=1

 En langage usuel F s'écrit aussi F= / F(@p(P)d°r

ou l'opérateur densité est donné par : p(7) = zN;5 (7 —73)
iz
dans le nouveau langage il est donné par psc(r) = ZT: po(T) = XJ: U (7)o (7)
etona: P=Y [ W @@ O
Montrer que F= E FavCiyCno avec or=<ox|fleox>

aAAN



Prenons un op¢rateur ne dependant que de r et dont I'expression

N
en langage usuel est F=Y" 1)
=1

En langage usuel F s'écrit aussi F= / F(@p(P)d°r

ou l'opérateur densité est donné par : p(r) = zN;5 (7' —75)
=
dans le nouveau langage il est donné par psc(r) = ZT: po(T) = XJ: U (7)o (7)
ctona: P=Y [ W @@ O
ce qui peut aussi s'écrire £ = Z FawCiCno  avec For=<ox| flex >

agAX



Expression des opé€rateurs usuels

* On peut réexprimer tout opérateur connu dans ce langage.

« Intuitivement c'est souvent assez facile, formellement c'est long !

<0|C,.. .0310506‘;:.. 'Cf:—f:; |0 >=<Dy,...1,(1,2,...,N) | O | Diiié---ljw(lﬂgf- .. ,N") >
e Avantage : I'expression des opérateurs dans le langage de la SC ne dépend pas de 1'état
d'occupation réel du systéme des €tats a une particule. En d'autres termes, on fait intervenir
des particules absentes. Ce sont les ¢léments de matrice des opérateurs calculés sur les états
qui eux font intervenir le peuplement réel des états.



Expression des opé€rateurs usuels

On peut réexprimer tout operateur connu dans ce langage.

Intuitivement c'est souvent assez facile, formellement c'est long !

< 0| CIN---CI;LOSCC;;---CEEW |0 >=<Dy,...1,(1,2,...,N) | O | ngzg...3;,;(1:9?---,}\”) >

Avantage : I'expression des opérateurs dans le langage de la SC ne dépend pas de 1'état
d'occupation réel du systéme des €tats a une particule. En d'autres termes, on fait intervenir
des particules absentes. Ce sont les ¢léments de matrice des opérateurs calculés sur les états
qui eux font intervenir le peuplement réel des états.

Cas le plus simple : Opérateurs somme de termes a un corps

exemple : N particules indiscernables toutes soumises a au méme potentiel a un corps (et
¢ventuellement au méme potentiel vecteur)

V = Z (73) H= Zhrj N

Ou bien operateur energle cinétique de partlcules indépendantes Ec = Z €c(77)
1=1



Expression des opé€rateurs usuels

On peut réexprimer tout operateur connu dans ce langage.

Intuitivement c'est souvent assez facile, formellement c'est long !

< 0| CIN---CI;LOSCC;;---CEEW |0 >=<Dy,...1,(1,2,...,N) | O | ngzg...3;,;(1:9?---,}\”) >

Avantage : I'expression des opérateurs dans le langage de la SC ne dépend pas de 1'état
d'occupation réel du systéme des €tats a une particule. En d'autres termes, on fait intervenir
des particules absentes. Ce sont les ¢léments de matrice des opérateurs calculés sur les états
qui eux font intervenir le peuplement réel des états.

Cas le plus simple : Opérateurs somme de termes a un corps

exemple : N particules indiscernables toutes soumises a au méme potentiel a un corps (et
¢ventuellement au méme potentiel vecteur)

V = Z (73) H= Zhrj N

Ou bien operateur energle cinétique de partlcules indépendantes Ec = Z €c(77)
1=1



Cas le plus général F= Z fuC; Cy
L
Avec

fw=<l|f|l'>
Ou I=(\o) ' = (/\’,crf)
fu =<1V >=< o | £ X,0' >=< 0| [ @re3@fF59ex () | o' >

fur = [ Bro}(F) < o | f75,5) | o > ox (@)



Cas le plus général F=) fuCCy
L
Avec

fo =<l f|U>
I=(A0) I = ()‘!sgf)
fw =<1 S 1 >=< 0o | f1X,0 >=<a | [ Ere3@)E 5 Dox ()] o' >

fur = [ Erol(F) <o | f75,8) | o' > ox (@

On peut exprimer F en fonction des opérateurs champs (exercice)



Cas le plus général F=) fuCCy
L
Avec

fu# ={I|f|l"}
I=(A0) I = ()‘!sgf)
fw =<1 U >=<\o|f|N,o >=<0]| / Bro} (M5, Dox (@) | o >
fur = [ Ero}(®) < o | f75,8) |0 > o ()

On peut exprimer F en fonction des opérateurs champs

F= Y One [ <o | 1G9 10> ox ()

oo’

Et en utilisant : U (F) = Z o(FCY, o (7) = Z Cxroron (T)
A A

F=Y [#r@ <ol 7,590 > o)

oo’



Cas d'un opérateur décrivant une interaction a deux corps

V = 121_,(?:;1,?-3) Ne dépend que de r
On éorit o) = [ @r [ @ )sE - s - )
V= % /dBT/dST"v(fF’, )Y " 8(F — 75)8(r —73)

1#]

Soit 1a densité volumi d ul : _ N
o1t la densite volumique de particules au pointr : o(7) = Z §(F — 7))
=1

D6 =)o —75) = D 6(F = )s(r7 —5) = Y 87— 7)o — i)
i#] 1] i

—
!

= Y87~ )W —75) = I8~ ) —7) = p(p(r”) — p(FS( ~ 1)

vy [ [ @A) e@e) - p@se - )

Ceci est valable en « 1ere quantification »



Expression correspondante en SQ

Vsa =3 [ @r [ @r'v(Flpsa(psa() - psaIE— 1)

ol psq(F) =Y UF([F)To(F)

psa(Ppsq(r’) — psq(F)S(F — ') =7



Expression correspondante en SQ

Vsa =3 [ @r [ @r'v(Flpsa(psa() - psaIE— 1)
ou s =) U (AV(7)

psq(Mpsg(r’) — pso(PSF — 1) = Y UH(F W, (AT (F)T, (1) — 6(F — 1)



Expression correspondante en SQ

Vsa =3 [ @r [ @r'v(Flpsa(psa() - psaIE— 1)
ol psQ(f) = Y UF (7). (7)
psq(Mpsq(r’) — psq(PE(F — 1) =Y 3 WE@E T (AUL (F) W0 (r') — §(F—17) Y | UH (7T, ()
=Y A OF — )00 — V()W (7)) U () — 6(F — 1) D UF (ML, (7)

= =S AL, () () = O (F) UL ()T ()T, (7)

Ce qui donne : Vg = %Z/dST/dBTfly;F(ﬂlp;_,(?j)U(F,?j)‘lfgf(‘rj)@cr(?:')

Attention a l'ordre s1 V contient des termes différentiels !



Expression correspondante en SQ
en fonction des opérateurs C et C+

On considere une base orthonormée complete de fonctions d'onde orbitales :

U, (7) = D) oa(F)Cxo Uor(r') = ) oa(r")Cror

VIR =) eX(A0K,  whE) =Y ei()CH,,
A A



Expression correspondante en SQ
en fonction des opérateurs C et C+

On considere une base orthonormée complete de fonctions d'onde orbitales :
U, (7) = D) oa(F)Cxo Uor(r') = ) oa(r")Cror
A A
VIR =) eX(A0K,  whE) =Y ei()CH,,
A A

1
I’rsq = E Z C.;.I;UCLJ C)tzﬁ C)‘-l‘:r/dB /dST 4,0)‘.4 ’.Fjgr.‘?)\d(’?") ( I)i’o‘)‘z (TI)@}‘:L (JF‘)
JG’A1A2A3A4

1
_ +
Vie=2> Y. YuiaeaenCleCi 0 CroCao
JJ;A1A2A3A4

Vosoamsos = [ @7 [ @63, (63, T s (s, ()

Ici le spin reste inchangé car on a suppos¢ v indépendant de s



Généralisation

S1 F est un operateur a deux corps dépendant a priorider, p et s

1
_ +ot
Foq =3 Y fusenClCECLO,
hilalzla

ou li = (Ai, 04)

En fonction des opérateurs champ, ceci peut s'écrire :

= Y [@r [@ren,@u.@) <o | 1659|0201 > Vo, (9%, ()

T1020304



Cas particulier

Potentiel ne dépendant que r-r' V=23 o - 1)
i#]

Base de fonctions d'onde orbitales = fonctions de Bloch k.7

1
=(7) = €
C:Ok(_? \/ﬁ
1 dsr/d3?,:e—1:(k1.ﬂe—i(@;)v(?j_?:,'p)ez‘(k;.ﬁ)ei(k*l.ﬂ

Ukikakak: T (2

On change la variable r' en r "=r-1'



Cas particulier

Potentiel ne dépendant que r-r' vl S w(i —13)
i3

Base de fonctions d'onde orbitales = fonctions de Bloch
1 e T A
ﬂ}ﬂk}k—;ﬁ; . @ /dsr /dBT!e—i(k4.ﬂe—z[k3.r )‘U(‘?"f o T;)ez(kg.r )Et(kl.f’j
On change la variable r' en r "=r-1'

R 1 d3?,n,u(T?,)e—i(kg—k;)ﬁfl dBretFitka—ks—Fks).7
ki1koksky 0 0

= —
Vs, = U(ks —k2)0p Lo i
1

ﬁ(E):ﬁ/dsm(ﬂeiE.F G=ks — ko =k; — k4

1
- Y + + - -
V=5 D, 3@CE . CL. . CauCi,

oo’k kod

pr(r) = %65’

k

7



Cas particulier

1 5 - ! 1 — —
Potentiel ne dépendant que r-r V=z ;v(ﬁ — )
i#]

Base de fonctions d'onde orbitales = fonctions de Bloch
1 i Lot — — ceg T A
Vakikik: = op [ & / dr'e~ RN Iy (17 — y7)ellRam) el D)
On change la variable r' en r "=r-1'

R 1 d3r”v( n)e (s —kiy).r L dBretFitka—ks—Fks).7
klk k;_.; 4 Q Q

Uk Eokinks — ’”(kS kQ)ak 1 +ka ka+ka
. 1 o —+ — — —
o(k) = 5 /dSW(ﬂe‘k"’” §=kz—ky =k, — k4

1
- Y + + - -
V=5 D, 3@CE . CL. . CauCi,

oo’k kod

or(7) = e’

ik



Répulsion coulombienne

1 e?
4?1'En||*a'"—irj

'U(fr'—fa:')

1,0




Seconde quantification pour les systemes de bosons

* Les fonctions d'onde sont symétriques pour 1'échange de bosons

+ .4+ _ oot — [t 4] =

ajay — apa) — [a;,agf] = (

(@1)* = (a;")* #0

n; =0,1,...,00

a | m1,ma, ..y Ny Moo >= V140 | ni,ng, . omi+ 10 N >

aj | N1y N2y v vy MYy oy oo 2>= /MY | N1, N2y ey — Lo Nog >



Seconde quantification pour les systemes de bosons

* Les fonctions d'onde sont symétriques pour 1'échange de bosons

+ .4+ _ oot — [t 4] =

ajay — apa) — [a;,agf] = (

(@1)* = (a;")* #0

n; =0,1,...,00

a | m1,ma, ..y Ny Moo >= V140 | ni,ng, . omi+ 10 N >

aj | N1y N2y v vy MYy oy oo 2>= /MY | N1, N2y ey — Lo Nog >
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